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I risultati esposti in questa nota fanno parte di un lavoro in col- 
laborazione con E. Lanconelli [GL]. 


L'equazione di Kolmogorov in tre dimensioni si scrive così 


(1) Lu = By! - yD_ u - Du =0 in R, 
L'assenza del termine D_ Lu in (1) rende l'operatore L degenere. In un lavoro 

apparso în Annals of Math. (1934) Kolmogorov [K] dimostrò che, sotto opportune 
condizioni la densità di probabilità di un sistema con 2n gradi di libertà sod 


disfa un'equazione di tipo Fokker-Planck, cioè 


n 
(2) Lu = pi ZA - da i + 2,P,40) + au - Du = 0, 


dove LEE = Bai e i coefficienti a;gad;>0 dipendono dalle variabili yizeR", 
teER, E' ovvio che (1) è un caso particolare di (2), se in quest'ultimo si pren 
=0, a=0. 


de n=1, a_.,=1, a 


dl 1 


Kolmogorov costruì una soluzione fondamentale della (1), C° fuori 
della diagonale, così provando che L in (1) è un operatore ipoellittico. Più 
tardi, Weber (1951) [W] e Il'in (1964) [I] hanno dimostrato l'esistenza di una 
soluzione fondamentale dell'equazione di Fokker-Planck (2) mediante il metodo 
della parametrice di Levi. 


L'equazione di Kolmogorov appartiene alla classe degli operatori 


del tipo 
(3) L= v Xi. x, in RI, 
31! 
dove arpa sono operatori differenziali del primo ordine a coefficienti 


C°, e verificanti la condizione di Hòrmander: ;/ rango dell'algebra di Lie gene- 


rata da Aglprrcsady è n+1 in ogni punto. Per mettere (1) nelia forma di (3) 


1-4, 


basta prendere x = Ds x = yo, -D,. Quando (3) assume la forma particolare 


p 
x 4 i n+l 
(4) La È x; Dj, in ir, 


e Ksenesk non dipendono dalla variabile t, molto si sa sulla soluzione fon- 
damentale r. Precisamente, se d(x,&) denota la III e di control 
Jo fra x e E, e T(x,E,t) = r(x,t,€,0) è la soluzione fondamentale di (4) con po 
lo in (#,0), allora esiste una costante M>0, dipendente solo da ISTRELELNE tale 
che se t>0 


2 
l Md(x, E) \ _ d(x,E) 
(5) M]B, (x; t)| exp(- t ) r(x3&.t) £ [B (x t)] exp( Mt ) è 


mentre T(x,&,t) = 0 per ts0. La (5) è dovuta a diversi autori: Sanchez-Calle 
[S], Jerison e Sanchez-Calle [JS], Kusuoka e Stroock [KS 1&2]). In (5) Bab = 
= {LE R"|a(x,E) < VE} e [Bg V&)|] = misura di Lebesgue di Bg E). 


/2 


Se si prende d(x,€) = |x-g|, allora [By 8) = ant” , cosicché (5) 


diventa 


(6) CX (x-tat) s r(x,6.t) SC; K (x-E.t), 
d, 2 do 


dove Ko è la soluzione fondamentale di a; h-D > per certi 0,20, i=1,2. Per equa 
zioni uniformemente paraboliche la (6) fu dimostrata da Aronson nel 1968 [A] 
usando la disuguaglianza di Harnack. Nel 1986 Fabes e Stroock [FS], rovescian- 
do il punto di vista di Aronson, hanno ridimostrato la disuguaglianza di Har- 
nack dopo aver stabilito la (6) servendosi delle idee contenute nel famoso la- 
voro di Nash del 1958, [N]. Usando un approccio simile, Kusuoka e Stroock han 
no provato la disuguaglianza di Harnack per (4) partendo dalla (6), [KS 1 & 2]. 


In tale disuguaglianza di Harnack la geometria parabolica (euclidea) 
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B(x, lf) x (t-r,t) è rimpiazzata dalla geometria Bg.) x (t-r.t), dove B, è 


d 
la palla nella metrica di controllo di Aprssral 
Da una parte, l'equazione di Kolmogorov ha un comportamento parabo- 


lico in quanto la sua soluzione fondamentale 


2 
3 2 leual Ei ter 2 
x (t-1) “exp[- ME)” 3 |z-x 7 (ytn)|1, tdi 


è supportata in un semispazio. D'altra parte, le variabili non evolutive (y,z) 
in (1) giocano un ruolo molto diverso da quello giocato dalla variabile xeR" in 
(4). 

Per sottolineare ulteriormente la diversità di (1) e (4) osserviamo 
che se una disuguaglianza di Harnack di tipo parabolico valesse per (1), allo- 
ra fissato un punto Q = (y,0,0)€ RI, per ogni intorno W di Q si avrebbe per 


LA = (y,0,t) , t>0, 


u(P.) 


(8) lim ( sup sro 47 
[t]+0 uek*(w) "0 


Fissato un punto PARARISICLAA con t00» e posto 


yy] (t-t_) 
-2 o) 3 2 
VPI, Raf Me ga e Mola Ba 
u(y.z,t) def ì 
0 » test , 


allora u=0 in R3 e Lu = O in Rey zoto) Se Q = (y,0,0), cony #0, e se 


per 06€ (0,1) Be (y30,0t)» poniamo 
di 1 
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z yy yty 
_ 2 2 i e est 
x Ti] ali” | _& 2 
0 
Allora 
u(P. ) è 2 
e iui doni "RI 
(9) ata = a cet pig + Dn +5 71 


Ora scegliamo ty eZ tali che 


2 2 


1 È a_ LA 
[rrigebsb a 3 ii 


(ciò è possibile in quanto Y # 0). Si ha così da (9) 


u(Pto) 
le. |-0 TC 
(e) 


Ciò contraddice la (8) (si veda la fig. qui sotto) 
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Il risultato che intendo discutere è nato da un tentativo di stabi- 
lire una disuguaglianza di Harnack uniforme per una classe di equazioni che 
contenesse la (1) e la (2). Alla base di un tale tentativo sta la comprensione 
della geometria corretta per cui una disuguaglianza di Harnack possa valere. 
L'idea chiave del metodo adottato in [GL] è che la geometria esatta di una di- 
suguaglianza di Harnack uniforme è determinata dagli insiemi di livello della 
soluzione fondamentale. Per equazioni quali (1) o (2) tale geometria è piutto- 
sto intricata e, da un punto di vista intrinseco, il caso (1) dei coefficienti 
costanti nella parte principale non è molto diverso dal caso (2), in cui i coef 
ficienti sono variabili. 

Per tal motivo s'è pensato di concentrare l'attenzione su una clas- 
se d'equazioni che contenga (1) e (2), quando in quest'ultima (a;;) è una matri 
ce costante, e a,zas 0. Nel seguito n,k,g sono degli interi non negativi, 
con n = k+g. Punti xeR" saranno denotati con x = (y32), dove yer*, zeR*. Si 


consideri l'equazione 


4a ” : n+l 
(10) Lu = div, (Av .u) By vu - Du = 0 iù RO, 
dove 
A = (a;;) s 1aj=lycs;k-5 Be (bri) smerzgicssto iL sk 
e 
iI ICE sasa 
A=A e definita positiva 
(11) 
C= (8481)! esiste ed è definita positiva. 
x 5 TC T 
V,U » V_u denotano i vettori colonna vu = (D u,...,D u) , vu= (D_ u,...,D u) . 
y Z y Yi yk z z, Z, 


Si può dimostrare che (11) implica che L verifica la condizione di Hérmander 
sul rango dell'algebra di Lie, ved. [H] oppure [Ku]. Una soluzione fondamenta- 


1-8. 


le per (10) è stata costruita esplicitamente in [H] e [Ku]: 


STI 


2 
x(t-n) expr- BEDDA. I |223- Eta (yen) È, 


4(t-1) (t-1) 
(12) r(x,tsE,t)=r(y.zitinozot)= tr, 
0, tst, 
dove 
> si k 
(13) Iyig =A Yo y . yeR slalom, z v 
8/2 
- kta_n _ 0/2 3 det _C,1/2 
CA) [Ae ice de, ù R° Cet A) 
Se ix ager! , e r>0, si pone 
(18) a,bot) = (emer riti) > L) 


r 


dove y e y sono come in (14). Q_(x,t) prende il nome di palla di Kolmogorov cen 
trata in (x,t) di raggio r. La geometria dell'insieme Q_(x3t) cambia con la po 


sizione del centro (x,t). Una descrizione equivalente è 


3 
(8-1)? 


n+1|1 2 t- 2 
(16) o_(x,t) = {(e,m)eRT alyenlg + lz-g- 7 B(ytn)IC 


< v(t-r)an(7=) , terckr<kt). 


Dalla (16) si riconosce (v. figura più sotto) che la sezione di Q_(x3t) con il 
piano 1 = t-s , Osssr, è un ellissoide n-dimensionale con centro in 
(y.z - sBy, t-s). Al variare di s in [o,r] tale punto descrive un segmento di 


linea retta che è parallelo all'asse delle t solo se y = 0. 


L'approccio in [GL] è di tipo geometrico, ispirato alla classica di 


mostrazione della disuguaglianza di Harnack per funzioni armoniche. Gli ingre- 
dienti essenziali sono un lemma geometrico relativo ai livelli della soluzione 
fondamentale Qt), e formule di media ad hoc per soluzioni di (10). Il lem- 
ma geometrico gioca, in questo contesto, il ruolo svolto nella metrica eucli- 
dea della disuguaglianza triangolare. Quest'ultima si può esprimere in modo sug 
gestivo come segue: fissato x gg e r?>0, per ogni xe B(x_ 57) e ogni 


€ (0,1) la palla B(x;6r) è contenuto in B(x_32r). 


LEMMA GEOMETRICO. Siano (xpeto) € pi e r>0 fissati. Allora, per 


ogni e>0 esiste 3=s(e)>0 tale che se (x,t)e ax oto) e tot è er, si ha 


(17) Q,p(3t)c Ao nlXo*to) * 


La figura qui sotto illustra la geometria. 


(o, t) 


Le formule di media a cui si è fatto riferimento prima sono opportu- 


ne derivazioni del seguente risultato di rappresentazione 


TEOREMA 1. Siano uec”(R"*) , (xt) E R"* è r>0. Allora 
(18) il u(x,t)E (stat) dt = u(xoeto) 
a (x_.t.) 
ro 0 0 
d d 
+ L I of Lu(x,t) (rx at 5t) - X ]dx dt) £ , 
r‘ ‘o 2 (x_.t ) da P 
go 0 0 
dove 


A(V rx oto) * V Tx tost3t) 
_ ine e ei 
(19) E beat] = È - 

r 1h (xa to3*3t) 


Notiamo ‘che se Lu = 0, allora la (18) dà la formula di media 


(20) ulxoto) -f u(x,t) E (x tot) dx dt. 
2 (x_.t_) 
r‘’o0’0 


Il Teorema 1 può essere usato per ottenere un'assai utile rappresenzazione del 
la derivata "radiale" dell'operatore di media. 


n+tl 


+ 
5 ni 5 (orto) € R e r>0. Poniamo 


TEOREMA 2. Siano ueC"(R 


(21) unto? to) n} ie Aia E (xt) db 
r'’o’0 


Allora 


d PA; 
(22) ar dr l*o°t0) = al I Lufx,t)an[Tr(x pt 5x,t)]dx dt. 
È 


xpsto) 


COROLLARIO 1. Se Lu=0, allora per 0<r<R e 68€ (0,1) esiste C=C(n,6) 


tale che 


1 1 
up(x_.t )-u (x_,t )zc(—- =) Lu(x,t)dx dt. 
ii Li rg 7 (xo to) 
r 


In particolare, la funzione Paulo ?to) è crescente. 


Per quanto appagante da un punto di vista estetico il Teorema 1 pre- 
senta un inconveniente serio nelle applicazioni. Ciò è dovuto al fatto che î1 
nucleo E, che compare nella (18) è illimitato sugli insiemi alora) * A causa 
di ciò la (18) non si presta, ad esempio, a provare la disuguaglianza di Harnack. 
Nondimeno, la (18) contiene qualcosa che può essere favorevolmente utilizzato: 
la struttura particolare del nucleo. L'idea è semplice, ma feconda. Sia hEN e 
denotiamo con dh il Laplaciano su pl. Se L è come in (10) definiamo 
nth+tl 


(23) L =L+ Ah in R 


Se per uec"(r"t)) e weR! poniamo 


u(x,w,t) = u(x,t), 


hi 
allora 
Lp lxwst) = Lu(x,t). 


Inoltre, denotando con Sh la soluzione fondamentale di LL in (23), un calcolo dà 


Tiro tot) = Toto) ky (woatort) 
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dove kh è il nucleo di Gauss-Weierstrass in gle. Posto 

A (x_,w_,t )={(x,w the glo ri (x_,w_.t_sx,W,t) > dh, 

r 0° o° 0 9 b, h o’ o? o? 9 »J pi 9 
con 
n h x -h/2 

werti è % (47) ©“ x 

un'applicazione della (22) del Teorema 2 a Ln? U, dà 
“h 


P_XpY 
(24) (un) tortora FU orto) +f Si Lu(x,t)2n [9° (xo tt) 1 
*h 


(o) p L* Wi Pad ) 


dxdwdt do 
p 
Partendo dalla (24), ponendo 


h 
4 r Tix tot) 
R_(to7t) = 4(t_-t)an free 


al xt = (at) ea (e -4)70/ 


Xh 
rx stor t) > Ei 


A(V r(x_.t_sx,t)-v r(x_,t_sx,t) 
(25) Ele stenti Mhae neon, 
ci r[x_t_snt) 
o 0 
ch Botto) 
h+2 . 


si perviene al seguente 


TEOREMA 3. Siano ueC"(R"*%) , (x.t)er"* è 10. Allora 


(26) utxot)E N pe ts, t)cdt = uxto) + 


ii 


h-2 
(t_-t) 

2*h na. (ss lt, sd 

+ Ra an (Im E ff Lutti) ago de 


(o) (h 
Q, (xorto) 
COROLLARIO 2. Se Lu=0 allora 


u(x_.t_) = 
M 


(h) Ù 
u(x,t)E, (x st o3X»t)dxdt. 


(xooto) 


Quantunque simile al Teorema 1, il Teorema 3 ha, rispetto a quello, un notevole 
vantaggio: il nucleo poi, definito dalla (25), che compare in (26) diventa sem 
pre più regolare al crescere di h. In particolare, gu è limitato su pe, pur 
ché h>2. 

Avendo osservato che il Lemma Geometrico vale immutato se in esso si 
sostituiscono gli insiemi 9, con al » Con la nuova versione del lemma e con il 


Corollario 2 si giunge infine a dimostrare la seguente 


DISUGUAGLIANZA DI HARNACK UNIFORME. Siano (xo°t0) € " sile! r>0, e sia 
LISTUVAGLIANZA VI NARNACK UNIFORME 
uz0 una soluzione di (10) in Py (xooto)* dove hEN, h>2, è fissato. Per ogn 


£€(0,1) esiste una costante positiva C=C(e,n,h,L) tale che 


(27) sup u(x.t) sC u(x to) 
(ust)ealM xt.) 


t_-t =zer 
(o) 
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A conclusione di questa nota va rilevato come la disuguaglianza di 
Harnack per (10) permetta di ottenere una disuguaglianza di Harnack uniforme 


per la seguente notevole classe d'equazioni. In R" consideriamo l'equazione 

28 Eu = div (Av u) - By - vu=0. 

(28) y(Angu) = By 9, 
Le soluzioni di (28) si possono pensare come gli stati "stazionari" della (10). 
Si osservi, tuttavia, che, seppure degenere, l'operatore E in (28) è esso stes 
so un operatore "evolutivo". Ad esempio, se n = k+1, cosicché e=1, allora 


Eu = div (Av u) - ByDu=0 
i yi) yD, 


è un'equazione di tipo parabolico diretto-retrogrado, che cambia tipo sull'iper 


piano H = {(y,2) e RÉ*. [By = 0}. 
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